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Soit ‘8 I’ensemble des classes d’isomorphie d’esptces de structures atomiques, soit K un 
demi-anneau binomial et R sa cloture rationnelle. Le demi-anneau differentiel K[[%]] des 
K-esp&es au sens de Yeh est une extension combinatoire et algebrique du demi-anneau 
K[[X]] des series formelles en une indeterminte X. En utilisant la substitution dans R[[%]] et la 
Q-esptce X des “pseudo-singletons” nous Ctudions deux nouvelles notions: la dtirivation 
directionnelle combinatoire d’une K-esptce dans la direction d’une autre K-espke ainsi que les 
dt!veloppements de Taylor dans K[[%]]. L’utilisation des kesptces est essentielle dans nos 
demarches. Nous explicitons, en tours de route, certaines analogies ainsi que certaines 
differences qu’entretiennent ces nouvelles notions avec leurs analogues classiques dans W[[X]]. 
Des tables sont don&es pour les petites cardinalites. 
Let ?I be the set of all isomorphism classes of atomic species, let K be a binomial half-ring 
and !% its rational closure. The differential half-ring K[[%]] of all K-species in the sense of Yeh 
is a combinatorial and algebraic extension of the half-ring U4[[X]] of all formal power series in 
one indeterminate X. Using the operation of substitution in t%[[%]] and the Q-species X of 
“pseudo-singletons” we study two new notions: the combinatorial directional derivative of a 
K-species in the direction of another H-species and Taylor expansions in K[[‘%]]. The use of 
R-species is essential here. We show, along the way, certain similarities and differences 
between these new notions and their classical analogues in W[[X]]. Tables are given for small 
cardinalities. 
1. Introduction 
Le dheloppement de Taylor usuel dans le contexte de l’anneau Q[[X]] des 
s&ies formelles en une ind6terminCe X peut se formuler comme suit: Soit 
F = F(X) E Q[[X]] e soit Y une autre indkterminke, on a alors la dkcomposition t 
F(X + Y) = F(X) + YF’(X) + (Y2/2!)F”(X) + . . . + (Yk/k!)F’k’(X) + - - - 
= F(X) + (YNaX)F(X) + -a - + [(Ydl~3X)~lk!]F(X) +. -. 
= ey”‘*F(X), 
selon les puissances ascendantes de Y. 
* J_e manuscrit original de ce texte a et6 prepare sur micro-ordinateur Macintosh au moyen des 
logiciels MacWrite, MacZZqn et MacDraw, puis imprimt sur LaserWriter. 
** Travail fait darts le cadre des subventions FCAN EQ1608 (Quebec) et CRSNG A5660 (Canada). 
0012-365X/90/$3.50 0 1990, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland) 
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Teffes qu’kcrites, ces formules ne fonctionnent plus dans le contexte, plus riche, 
de la theorie combinatoire des especes de structures au sens de Joyal [3,4] (voir 
aussi [9,13,14]). En effet, considerons l’espece F = C4 = C,(X) de tous les cycles 
orient& sur 4 points de sorte X et soit Y une autre sorte de points. Designons les 
points de sorte X (resp. Y) par des points noirs (resp. blancs). La Fig. 0 montre 
que l’espbce F(X + Y) = C,(X + Y) de tous les cycles orient& sur 4 points noirs 
ou blancs se decompose ainsi: 
Cd(X + Y) = C,(X) + X3Y + X2Y2 + E,(XY) + XY3 + C,(Y) 
ou E2 = E*(X) designe l’espece des paires (non ordonnees) de points. Cependant, 
un calcul direct base sur l’interpretation combinatoire usuelle de l’operateur 
differentiel Ya/G’X fournit plutot le developpement 
eYJ’JxC4(X) = C,(X) + X3Y + (3/2)X*Y* + XY3 + (1/4)Y4. 
Ceci montre bien que C4(X + Y) # eYJ’axC4(X). 
Pour redonner un sens aux developpements de Taylor dans le nouveau 
contexte, il est necessaire de reinterpreter les operateurs (Y5/aX)k/k!, k E N. 
Nous allons presenter 2 facons de le faire: 
- La premiere facon (voir Section 3) est a la base de la theorie des “Cclosions 
combinatoires” [7,8] (voir aussi [l, 151). Elle consiste essentiellement a utiliser, 
d’une facon analogue a [5], p. 138, les puissances syme’triques (YG’/i3X)k/G,, de 
l’operateur (YalaX). 
- La deuxibme facon (voir Section 4) conserve la division par k! au prix dune 
modification fondamentale de l’operateur (YdldX) lui-meme. Elle consiste a 
utiliser plutbt les fractions de puissances (Ya/6’X)“k/k! d’un operateur associe 
(Yd/dX)“. Ce dernier est obtenu en substituant (Y&‘/ax) dans la Q-espbce X des 
pseudo-singletons introduite recemment dans [12]. 
Afin de faciliter la presentation de ces reinterpretations des operateurs 
(Yi3/i3X)k/k!, nous avons choisi de les faire preceder par quelques courts rappels 
(Section 2) concernant les espbces moleculaires, atomiques ainsi que les 
K-especes au sens de Y.-N. Yeh [16]. Quelques applications sont don&es 
(Section 5): des generalisations combinatoires de la formule classique de Faa di 
Bruno, une nouvelle expression pour la d&i&e directionnelle [12] d’une 
I&espece dans la direction dune autre et une amorce d’extension du calcul des 
differences finies. Nous concluons (Section 6) par une table de toutes les especes 
atomiques sur n G 5 points ainsi que des tables des d&i&es directionnelles et 
developpements de Taylor qui leur sont associbs. 
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2. Espkes mol6culaires, atomiques et M-espkces 
Soient F et G deux espbces de structures. Nous ferons systematiquement l’abus 
(courant) de notation qui consiste a utiliser le symbole d’dgalite, F = G, dans le 
cas oti F et G sont deux espbces isomorphes. Les notions d’especes moleculaires 
et atomiques [lo, 12,14,16] seront indispensables a notre etude. Voici done un 
rappel de leurs definitions. 
D&&ion. Une espbce M est dite mofhduire ssi M #O (l’espbce vide) et 
[M = P + Q j P = 0 ou Q = 01. En d’autres termes, A4 # 0 est moleculaire ssi il 
existe un unique type d’isomorphie de M-structures. 
Exemples. - L’espbce T des arborescences n’est pas moleculaire puisqu’il y a une 
infinite de types d’arborescences (la Fig. 1 en montre deux). 
Fig. 1. 
- L’espece T3 des arborescences sur 3 points n’est pas moleculaire puisqu’il y en 
a de deux types exactement (Fig. 2). 
- L’espece X7 des ordres linhzires sur 7 points est moleculaire (Fig. 3). 
Fig. 3. 
- L’espbce C5 des cycles orient& sur 5 points est moleculaire (Fig. 4). 
Eil (1 type) 
Fig. 4. 
Dbfinition. Une espece A est dite atomique ssi A est moleculaire, A # 1 (l’espece 
de l’ensemble vide) et [A = P . Q + P = 1 ou Q = 11. La derniere condition peut 
se rep&enter intuitivement par la Fig. 5, oii il est suppose que (P, Q) est un 
couple ordonne quelconque d’especes # 1. 
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Exemples. - L’espece T des arborescences n’est pas atomique puisqu’elle n’est 
mCme pas moleculaire . 
- L’espece moleculaire X7 des or&-es lin&aires SUT 7 points n’est pas atomique 
car, par exemple, la Fig. 6 montre que X7 = X3 - X4. 
- L’espece S, des permutations de type A = 2332 n’est pas atomique (Fig. 7). 
Fig. 6. 
Fig. 7. 
- L’espbce X des singletons est tvidemment atomique. 
- L’espece C, des cycles orient& sur 5 points est aussi atomique (Fig. 8). 
1 1 
Fig. 8. 
Ces illustrations laissent voir qu’il est facile d’expliciter des familles infinies 
d’especes moleculaires ou atomiques. Par exemple, pour tout n 3 0, l’espece X” 
(des ordres Zinhzires sur n points) est moleculaire tandis que pour tout n 11, 
l’espece C,, des cycles orient& de cardinalite’ n ainsi que l’espece E, des ensembles 
de cardinalit n sont atomiques. On verifie, plus generalement, que chaque 
espece moleculaire ou atomique ne vit que sur une seule cardinalite. De plus: sur 
chaque cardinalite n E IV, ne vivent qu’un nombre fini de telles espbces (a 
isomorphisme d’especes p&s). Le lecteur trouvera dans l’appendice, une table 
(inspiree de [14]) illustrant toutes les especes atomiques vivant sur n s 5 points. 
Voici pourquoi les espbces moleculaires et atomiques sont importantes: 
Thio&me. (a) Toute espEce F se dkompose de faGon unique comme somme finie 
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ou denombrable d’espdces moleculaires (a isomorphisme d’esptces pres et a l’ordre 
des termes pres). (b) (Y.-N. Yeh [16]) Toute esptce moleculaire se decompose de 
faGon unique comme produit fini d’espdces atomiques (a isomorphisme d’esptces 
pres et a l’ordre des facteurs pres). 
En consequence: toute espece posdde une unique decomposition atomique et 
le demi-anneau des especes (a iso. d’espbces p&s) est isomorphe au demi-anneau 
de series formelles N[[?l]] ou I?I est l’ensemble denombrable de toutes les espbces 
atomiques (a iso. d’espbces prk). 
Exemple. La Fig. 9 montre que l’espbce T des arborescences posdde la 
decomposition atomique 
T = X + X2 + (X3 + XE,) + (2X4 + X*E, + XE,) 
+(3X5+3X3E2+X2E3+X-(E2~X2)+XE4)+.--. 
Fig. 9. 
Pour des raisons d’ordres algebrique et combinatoire, il nous sera utile de nous 
situer dans un contexte plus large en remplacant le demi-anneau N des 
coefficients par un demi-anneau K plus general. Par exemple, le cas oti I6 est un 
demi-anneau binomial est particulierement interessant. 
Dhfinition. (a) Un demi-anneau (commutatif) K est dit binomial ssi K est contenu 
dans une Q-algebre R et 
VtelK, VncN: t(t-l)(t-2)~~~(t-n+l)/n!~K. 
(b) La cloture rationnelfe d’un demi-anneau binomial 06 est la plus petite 
Q-algebre w contenant I-6. 
(c) Soit K un demi-anneau binomial. Une K-esptce, au sens de Yeh [16], est 
un Clement de K[[!?t]]; si K = Z on dit plutot espbce virtuelle [4, 51. 
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Exemples. Les demi-anneaux N, Z, Q, C, Q[i] et N + QQE (oii E* = 0) sont tous 
binomiaux tandis que FP (pour p premier) et Z[i] ne le sont pas. fividemment, 
toute espece est (a iso. p&s) une N-espece. 
ThCorGme (Y.-N. Yeh [16]). Soit K un demi-anneau binbmiul. Le demi-anneuu 
(Will, +, -7 0, 1) est muni d’opkrutions supplkmentuires de substitution 0, de 
produit curthien X et de dkrivution alaX qui ktendent les opt+utions correspon- 
duntes qui existent au niveuu des esphces. 
Remarques. - Les inclusions canoniques du diagramme “en cube” suivant sont 
des homomorphismes de demi-anneaux et chacune preserve les operations 0, x 
et a/ax. 
WI{- “‘“i”\ 
1 
ww1- Q[Wll 
I 
wx11- ‘-, 
I I 
mx11 
I I 
- Toutes les notions et resultats precedents peuvent s’etendre au cas des 
especes et K-especes (pond&es ou non) sur plusieurs sortes X, Y, 2, . . . de 
points. 
- Les formules Cvidentes 
(tF)(X + Y) = f(F(X + Y)), 
(F+G)(X+Y)=F(X+Y)+G(X+Y), 
(F.G)(X+Y)=F(X+Y).G(X+Y), 
ram&rent l’etude des developpements de Taylor dans K[[‘%]] 21 l’etude des 
developpements de Taylor que nous qualifierons de fondumentuux et qui sont de 
la forme 
A(X + Y) = A(X) + * - - + A(Y), A: atomique. 
Le membre de droite de 1’CgalitC etant, par definition, la decomposition atomique 
de l’espbce A(X + Y), h deux sortes X, Y de points. Bien entendu, tout 
developpement de Taylor dans W[[‘i?L]] peut s’ecrire comme une K-combinaison 
lineaire (finie ou denombrable) de produits finis de tels developpements 
fondamentaux. 
Exemples. - L’egalite rencontree dans l’introduction 
C,(X + Y) = C,(X) + X3Y + X2Y2 + E,(xY) + xY3 + C,(Y), 
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concernant l’espece C, des cycles orient& sur 4 points, constitue un 
developpement de Taylor fondamental. 
- On a le developpement de Taylor fondamental 
E”(X + Y) = E,(X) + E,_,(X)Y -t- * * * + E,(X)E,_,(Y) + - . * 
+ XE,-l(Y) + En(Y), 
de l’espece E,, des ensembles de cardinalite IZ. 
- L’identite habituelle du binome de Newton 
(X + Y)” =X” + (;)x"-'Y + . * * + (;)r-*yk + - * . + (, 1 l)xY-l + r, 
est le developpement de Taylor de l’espece moleculaire M(X) = X”. 
- voici les premiers termes du developpement de Taylor detaille de l’espece T 
des arborescences (jusqu’au degre total 4 en X et Y): 
T(X + Y) = (X + Y) + (X2 + 2XY + Y*) + (X3 + XE,(X) + 4X2Y + E2(X)Y 
+ XE,(Y) + 4XY2 + YE,(Y) + Y3) + (2X4 + X2E,(X) + XE,(X) 
+ 9X3Y + 3XE,(X)Y + E3(X)Y + 2X2E,(Y) + 14X2Y2 + 2E2(X)Y2 
+ XE,( Y) + 3XE,(Y)Y + 9XY3 + YE,(Y) + Y2E2(Y) + 2Y4) + - * * . 
On trouvera dans la Section 6 une table complete du developpement de Taylor 
pour chacune des especes atomiques vivant sur n G 5 points. 
3. Les opdrateurs (YalX)k/Gk 
Les puissances ymetriques (Yd/dX)klGk, k E N, de l’operateur (Yd/aX) sont 
faciles a definir. Elles correspondent essentiellement a l’operateur obtenu en 
substituant (Yd/dX) dans l’espbce Ek des ensembles de cardinalite k. De facon 
plus precise, on pose la definition suivante: 
Dbfinition. Soit k E N et F une espbce. La puissance symitrique k i&me de 
l’operateur (YalaX) est l’operateur E,(Yd/dX) = (Y3/3X)k/G, defini par 
&(Yd/dX)F(X) = F-.,(X, Y), 
ou une F_,k(X, Y)-structure est une F-structure sur des points de sorte X et de 
sorte Y dont exactement k sont de sorte Y. Dans le cas plus general oii F est une 
K-espbce, on prolonge cette definition par linearite. 
Une F_,,-structure peut se visualiser (pour k = 3) par la Fig. 10. 
&ant don& que l’espbce E = E(X) des ensembles (finis) possede la 
decomposition atomique 
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Fig. 10. 
et que chaque F(X + Y)-structure est une F_,k(X, Y)-structure pour une unique 
valeur de k(= le nombre de ses points de sorte Y), on a de facon presque 
tautologique: 
ThCor&me. Pour toute K-espLce F = F(X) et toute sorte Y de poin& (distincte de 
X), on a les dheloppements de Taylor 
F(X + Y) = E(Yd/aX)F(X) 
= F(X) + YF’(X) + E,(Y8/6’X)F(X) +. -. + E,(Yd/aX)F(X) + +. . 
= F(X) + YF’(X) + (Ya/dX)2/&F(X) +. - - 
+ (Yd/3X)k/C5,,F(X) + - -. , 
selon les degrh ascendants en Y. 
Bien entendu, en considerant la decomposition atomique de chacun des termes 
&(YdIdX)F(X) ( consider6 comme H-espbce a deux sortes X et Y), on obtient la 
decomposition atomique complete de F(X + Y). 
11 est facile d’etendre le domaine d’application des operateurs E,(Yd/dX) aux 
especes a deux sortes G = G(X, Y) en disant qu’une E,(YdIaX)G(X, Y)- 
structure est une G(X, Y)-structure dans laquelle exactement k points de sorte X 
ont Cte remplaces 
prochaine section. 
par des points de sorte Y. Cette extension sera utile dans la 
On a la formule G(X + Y, Y) = E(Yd/dX)G(X, Y). 
4. Les opbrateurs (Yaiax)?k! 
Nous savons que E(Yd/dX) # eYalax. Ceci est fondamentalement dQ au fait 
que pour tout k Z= 2 et toute espece F = F(X): 
[(Yd/dX)k/f%k]F(X) est une espece (a deux sortes) 
tandh que 
[(Ya/aX)Vk!]F(X) t es , en general, une Q-espece (a deux sortes) 
qui n’est pas une espece. 
Afin de pouvoir conserver (comme en analyse classique) la division 
“numerique” de nos operateurs differentiels par k., 1 il nous faudra travailler dans 
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les kespeces (oti I% est la cloture rationnelle du demi-armeau binomial W). De 
plus, I’operateur Yd/dX devra lui-mCme subir une modification. Cette modifica- 
tion s’obtient en le substituant dans la Q-espece X des pseudo-singletons dtfinie 
comme suit: 
Ddfinition [12]. La Q-espece des pseudo-singletons (de sorte X) est le logarithme 
analytique de l’espece E = E(X) des ensembles: 
oiiE*=E,+E2+E3+E4+... designe l’espbce des ensembles non vides. 
Remarques. - Puisque les singletons sont les ensembles connexes, on peut 
considerer que l’espece X des singletons est le “logarithme combinatoire” de 
I’espbce E des ensembles. Ceci justifie la notation 8 et la terminologie de 
“pseudo-singletons” lorsque l’on prend plutot le “logarithme analytique” (celui 
de l’analyse numtrique des series formelles) de l’espbce E = 1 + E*. On en 
deduit que l’espece E des ensembles est !“‘exponentielle analytique” de la 
Q-espece X des pseudo-singletons: E(X) = ex (dans Q[[%?f]]). 
On a aussi les formules: (X + Y)^ = 8 + P et (tX)^ = t2 (t E R). 
- En developpant completement X selon la definition qui precede on obtient la 
decomposition atomique explicite 
X = X + (EZ - 4E:) + (E3 - E, E2 + fE;) + (E4 - &E; - E,E3 + EfE2 - :Ef) 
+***+ c C-1) v,+v*+...-1 (Y,+Y,+.*.-l)! 
v,+2v2+3vJ+...=n Y,! Y2! * * * 
E;‘E,‘Z. . . + . . . 
> 
viz=1 
oti 12 prend successivement les valeurs 1,2,3, . . . . 
Thi5orBme. Soit F = F(X) une K-esptke et consid&ons l’opkrateur (Ya/aX)^ 
dkfini sur les Db-esptces b deux sortes X et Y par 
(Ya/aX)^ =zo(Yd/aX) = Y&‘/ax+ (E2(Yd/dX) - tE:(Yd/dX)) + *. -. 
On a le dheloppement de Taylor 
F(X + Y) = e(y”aX)AF(X) 
= F(X) + (YcW~X)~F(X) +. 
Le dkveloppement de Taylor plus giMra1 
F(X + tY) = e’(Ya’ax)AF(X) 
= F(X) + t(Yd/dX)“F(X) + 
est aussi valable pour tout t E H. 
. . + 6 ( Ya/dX)“kF(X) + . . - . 
- + ; ( Yd/3X)AkF(X) + - - . , 
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DCmonstration. Dans l’anneau @[‘?I]] on a l’identitb E(X) = ex. En substituant 
Ya/aX a la place de X dans les deux membres on obtient 
qYa/ax) = e(YJ'ax)A. 
On conclut en utilisant la formule F(X + Y) = E(Ya/ax)qx). Le 
developpement plus general s’obtient en faisant appel a l’tgalite 
(tya/axy=t(yalaxy, 
qui decoule de l’identite (lx)” = t_%, valable dans &[[‘?I]]. 0 
5. Quelques applications 
Les versions combinatoires du developpement de Taylor que nous venons de 
donner permettent de mieux degager certaines similitudes qui existent entre 
l’analyse classique (des series formelles) et la theorie des K-especes. 
- Par exemple, la formule bien connue de Faa di Bruno qui explicite les 
derivees successives de la composee G 0 F de deux series formelles prend dans le 
contexte des K-especes les deux formes suivantes: 
Corollaire (Faa di Bruno). Soient F = F(X) et G = G(X) deux K-esphces, 
F(0) = 0. Pour tout IZ 2 0, on a les deux identitks: 
et 
= c ~,,(wm)~,,(7pia~~ . . . 
v,+2v*+.-.+nv,=n 
Ev.(T,alaT,)G(r,)ll;:_c.cvaisx,Fcx, 
i=O,l,...,n 
[(Yalax)^~/n!](G~F)(x) 
= c 
(~,a/a~~~"(~,aia~,~~~ . . . 
v,+2v*+...+nv.=n Yl! Y,! 
maa’l;,Y G(T) 
Vn! O 7;:=(YJIJX)"'/i!F(X)' 
i=O.l....,n 
oti To, T,, . . . dksigne une suite auxiliaire dhombrable de sortes de points. 
DCmonstration. On obtient la premiere identite en isolant les termes vivant sur 
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la cardinalit IZ en Y dans les membres extremes de la suite d’egalites 
(G oF)(X + Y) = G(F(X + Y)) 
= G@(X) + E,(YWdX)F(X) + E,(YdI6’X)F(X) +. . -) 
= GCG+ T + T2+. . -)I_r:=~i(~a,ax)~(x), izo 
=Wi~l%)WAW. - * G(T,)I~:=,;(,,,),(,), iso 
On pro&de de facon similaire pour la deuxieme identite. 0 
Remarque. Dans le cas particulier oti F et G sont des series formelles on a les 
Cgalites &(YaIdX)F(X) = [(YCJlaX)“‘li!]F(X) = Y’F(‘)(X)/i!. Ainsi, les deux 
formules plus haut se degenerent (apres simplification des facteurs Y” et 
regroupement des termes) en l’identid unique 
(G 0 F)‘“‘(X) 
n! 
=x( c ,l 
kz=O v,+2vz+...+nv,=n 1. 2. . . . Y,! 
c”‘;~~~;;;-& ’ 
(yy’(yy . . . 
qui constitue la version classique de la formule de Faa di Bruno [2]. On sait que 
cette derniere formule permet de developper G 0 F dans le cas oii F et G sont des 
series formelles. 11 en est de mCme pour ses relevements combinatoires puisque 
l’on a les egalites generales suivantes: 
(GoF)(Y) = (GoF)(X+ Y)lx,=o = E(Yd/JX)(GoF)(X)I,:=, 
= e’y”““r’(G~F)(X)~,:=o. 
11 est cependant possible de decrire un developpement beaucoup plus raffine en 
utilisant les decompositions moleculaires de F et de G: 
Corollaire. Soit Zm un systeme de representants de tomes les espbces moleculaires 
(a isomorphisme d’espkes prb) et posons 2Rv1’ = kIR\{l}. Soient G(X) et F(X), 
F(0) = 0, deux &especes ayant les decompositions moleculaires 
G(X)= 2 g,M, F(X)= c fnN> g,, ONE w. 
MElR NEW+ 
Finalement, donnons-nous, pour chaque M E mm, une sorte auxiliaire TM de points. 
On a alors la formule (oii l’on a pose’ TI = T pour simplifier) 
G(F(X)) = M%BtgM n efNcrNJ’sr,AM(T)I 
N&J<+ T:=O.T+=N,NEw+’ 
qui permet d’exprimer G(F(X)) comme combinaison lineaire infinie (a coeficients 
darts ~[[‘B]]) de monbmes en les “variables” g, et fN, (M E lr171, N E Ixn+). 
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DBmonstcation. Par linearit& G(F(X)) = C g,M(F(X)). De plus 
w(X)) = M( T + z+fNr,) 1 
T:=O,T~:=N,NEZJZ+ 
= NE+ GN(T~aaT)-M(~)lT:=O T :=NN&t+’ o IN I 
- Voici un autre exemple d’application. Nous avons defini [12] la notion de 
d&iv& directionnefle dune K-espbce F = F(X) dans la direction d’une K-espece 
H = H(X), H(0) = 0, comme &ant l’unique &esp&ce, notee DHF = D,F(X), 
satisfaisant 
F(X + tH) = F(X) + t(DHF)(X) + O(t”). 
Ici t est un “Clement variable” de K et O(t’) dtsigne une kespece dont tous les 
coefficients de la decomposition atomique sont des polyomes en t factorisables 
par t*. Un certain nombre de methodes de calcul pour DHF ont Cte proposees 
[12]. L’operateur (Yd/dX)^ permet ici d’en degager une nouvelle: 
Corollaire. On a la formule D,F = (Yd/dX)“F(X)(,:=,. 
Dbmonstraion. On a successivement 
F(X+ tH) = F(X+ tY)I,:=,= er(Ya’ax)AF(X)lY:=H 
= F(X) + t(YWX)“F(X)I,:=,+ 0(t2)IY:xH 
= F(X) + t(D,F)(X) + O(t’), 
2 cause de l’unicite de (D,F)(X). Cl 
Remarques. 11 y a une analogie Cvidente avec la formule 
D,F = (Y3/aX)F(X)I,:=,= He F’ 
qui est valable lorsque F et H sont des shies formefles. Dans le cas general des 
K-especes, il ne faut cependant pas confondre D,F et H. F’ comme le montre 
l’exemple F = E2 (les paires non ordonnees) et H = X (les singletons): 
D,E, = (1/2)X* + E2 # X2 = X . E;. 
La rk?gle du produit D,(F - G)= (D,F) * G + F. (D,G) et la bilinearite de 
D,F montrent que le calcul des derivees directionnelles g&r&ales peut se reduire 
au calcul des 
D,A oti M: moleculaire et A: atomique. 
Pour les especes atomiques A vivant sur les cardinalites ~5, le calcul des D,,,A 
peut Ctre fait en utilisant le corollaire precedent en conjonction avec la table des 
(Yd/dX)^A donnee dans la Section 6, plus bas. 
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- Une autre situation ou les presentes methodes peuvent s’appliquer utilise les 
rapports qui existent entre les opkrateurs de dkrivation directionnelle D, et les 
opt?ateurs de diffh-ence directionnelle AF definis [5] (voir aussi [6,11,12]) par 
A,: WWI ---, WWI, A,G=GoF-G. 
Le contexte se resume comme suit [12]: pour toute K-espbce F normalis~e, 
c’est-a-dire ayant une decomposition atomique de la forme 
F(X)=X+aX2+bE2+cX3+dC3+eXE2+fE3+*.., a,b,c,...EK, 
il existe une unique famille 
F(‘)(X) = X + a(t)X2 + b(t)E, + c(t)X’ + d(t)C, + e(t)XE, 
+f(t)Es + . . -, t E l-6 
de K-espbces, appelees les itkrkes gh?aliskes de F, caracteride par les trois 
conditions 
(i) Vn EN: F(“) = FoFo. . .o F (iteration d’ordre n), 
(ii) Vs, t E K: F (S+f) = F(S) OF(‘), 
(iii) les coefficients a(t), b(t), c(t), . . . de la decomposition atomique de F(‘) 
sont des polynomes en t. 
On a le resultat suivant concernant le g&5-ateur infinitksimal Qi de F, defini par 
@ = gen F = (d/dt)F”‘I,=, E @[‘$?I]]. 
Th6orGme [12]. Pour toute K-espke G, les kquations suivantes sont satisfaites 
duns I’anneau @[‘?I]] 
(d/dt)GoF(” = D@(GoF(‘)) = (D,G)oF”’ 
02 De dksigne l’opkrateur de dkrivation duns la direction du gh?rateur 
infinit&imal @ de F. En particulier, pour G = X on a les formules 
(d/dt)F”’ = D&7(” = @OF(‘). 
Resolvant ces equations differentielles on en deduit les identites 
G o F(‘) = erD*G , F(t) = ef&~ 9 
qui se specialisent, faisant t = 1, en les formules remarquables 
GOF=eDOG, F = eDoX. 
D’ou l’on tire immbdiatement: 
Corollaire. Soit @ = gen F, alors les oph-ateurs AF et D, sont relit% par les 
formules 
A,=eD”-I, D@ = In(1 + AF), 
oii I dksigne f’opkrateur identite’ I: @[!?I]]+ I%[[%]]. 
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DCmonstration. On a successivement 
AFG=GoF-G=eD”G-G=(eD”-Z)G. 
D’ou la premiere Cgalite. On en deduit que Z + AF = exp(D,). En consequence, 
D,=ln(Z+AF)=AF-~A$+fA$-_A~+.... 0 
Remurques. L’analogie avec le calcul des differences finies [2] est ici tvidente. 
En effet, en travaillant dans l’anneau de polynbmes @Xl c Il%[[‘%]] et en prenant 
pour F le polynome (non normalise) F = F(X) = X + 1, on obtient F(‘) = 
F(‘)(X) =X + t. Done @ = (d/dt)F”‘I,=, = (d/dt)(X + t)lrzo = 1. Ainsi, Ax+I = 
Aet D,=D=d/dXoti 
A x+IG.= G(X + 1) - G(X) = AG, DIG = G’(X) = DG = (d/dX)G. 
On retrouve done les identites usuelles 
A=eD-I, D = ln(Z + A), 
de l’analyse numerique. Cette analogie va plus loin. Par exemple, en Clevant a la 
puisssance k chacune des deux identites du dernier corollaire on obtient les 
formules 
ou les Sf: et les 6; designent respectivement les nombres de Stirling de la 
premiere et de la deuxibme sorte (la notation utilisee pour les nombres de Stirling 
est celle de Jordan [2]). 
Soulignons cependant la difference fondamentale suivante entre les deux 
contextes: les operateurs A et D diminuent le degre des polynomes auxquels ils 
sont appliques tandis que (pour les K-especes normalisees F) les operateurs AF et 
Da augmentent l’ordre de contact avec 0 des K-especes auxquels ils sont 
appliques (voir [12] pour plus de details). 
Pour conclure, donnons deux dernieres illustrations de l’analogie avec le calcul 
des differences finies. 11 s’agit des versions combinatoires suivantes de la formule 
sommatoire d’Euler-Maclaurin et de la formule d’integration de Gregory [2]. 
Corollaire. Soit Qi le ghhateur injinithimal d’une K-espdce normaMe don&e F 
et soit H une &espEce quelconque. Alors: 
(a) (Euler-Maclaurin) Toute solution G E I%[[‘%]] de l’equation AFG = H peut 
s’t?crire sous la forme 
oLi r est une solution de l’equation DJ = H et les B, dhignent les nombres de 
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Bernoulli dt;finis par la sh-ie ghu?ratrice exponentielle 
(b) (Gregory) Toute solution r E K[[‘%]] de l’kquation DJ = H peut s’krire 
sous la forme 
r=G+;H--&A,H+$A$H-+&A;H+...+b,A”,-’H+..., 
02 G est une solution de l’kquation AFG = H et les b, dbignent les nombres de 
Bernoulli “de la deuxisme sorte” d@nis (voir [2], p. 279) par la sh-ie gknkratrice 
X 
= x b,X”. 
ln(1 +X) n=~ 
DCmonstration. (a) On a successivement 
AFG = H ssi (eD” - Z)G = H ssi DQ[(eD+ - Z)/D,]G = H 
ssi DJ= H oti r= [(e”“-Z)lD*]G. 
La dernibre CgalitC kquivaut $ 
G= 
DC. 
De_z r=Z++ c B”o$-‘H. 
(e ) “21 n! 
(b) On a successivement 
DJ = H ssi ln(Z + AF)r = H ssi A,[(ln(Z + &))I&lr = H 
ssi AFG = H oii G = [(ln(Z + A,))/A,]T. 
La dernibre CgalitC Cquivaut 5 
r= AF 
ln(Z + AF) 
G = G + c b,A;-lH. 0 
PI31 
Ce corollaire implique, en particulier, que 
AFG = H est rholuble (pour G) u Da = H est rksoluble (pour r). 
De telles Cquations ne sont cependant pas toujours rksolubles. Par exemple, 
D EZ+X~G = X2 n’a pas de solution dans @[%?I]]. 
En effet, toute solution G devrait nkessairement s’kcrire sous la forme 
G=a+bX+cX2+dE2+**., avec a, b,c,d,. . .Ell% 
Or les tables de la Section 6 montrent que l’on doit nkcessairement avoir 
D E2+1Y2G=bX2+bE2+..., 
ce qui est contradictoire avec l’kquation propode. 
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11 serait inGressant de dkterminer des critkes de rCsolubilitC de ces equations 
et d’analyser la nature prkcise de leurs solutions, lorsqu’elles existent. 
6. Tables 
Voici trois tables permettant d’illustrer, sur les petites cardinalit&, les divers 
concepts et rkultats du present travail. 
- La premikre table, inspike de [lo] et [14], a CtC construite en collaboration 
LES ESPkCES ATOMIQUES SUR n I 5 POINTS 7 
0 0 El * E,: E4: 0 0 
0 0 
E, oE, : ml Py : 0 0 
c4: IEJ I E2°X2: [001 
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Table du dkveloppement de Taylor des esptces atomiques ur n =S 5 points 
A(X) A(X + Y) 
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n=l 
X 
n=2 
E,(X) 
n=3 
J%(X) 
C,(X) 
n=4 
-f%(X) 
E:(X) 
.‘A o E*(X) 
PF(X) 
C,(x) 
E,(X’) 
n=5 
E,(X) 
E:(X) 
P,(X)& 
P,(X) 
(X’C,(X))& 
G(X) 
x+y 
U-Q + XY + E,(Y) 
-WV + &(X)Y + X-%(Y) + WY) 
C,(X) + X2Y + xY* + C,(Y) 
E&V + E,W)Y + JWWG(Y) + -W(Y) + EdY) 
E:(X) + C,(X)Y + E&W) + XC,(Y) + E:(Y) 
E, 0 E,(X) + XE,(X)Y + E,(X)E,( Y) + E&W) + XYE,(Y) + E, 0 E2( Y) 
Pqbic(X) + X3Y + 3E,(XY) + XY3+ Py(Y) 
C,(X) + X3Y + X2Y2 + E,(XY) + XY3 + C.,(Y) 
E2(X2) + 2X3Y + 2X2Y2 + 2E,(XY) + 2XY3 + E2(Y2) 
E,(X) + E,(X)Y + E,(X)E,(Y) + E,(X)E,(Y) + XEJY) + E,(Y) 
E:(X) + E:(X)Y + (C,(X)Y’)/H, + (X*C,(y))/Z, + XE:(Y) + E:(Y) 
P,(X)& + C,(X)Y + XE,(XY) + E,(XY)Y + XC,(Y) + p,(Y)/& 
P,(X) + E,(X’)Y + 2XE,(XY) + 2E,(XY)Y + XE,(Y*) + P,(Y) 
(X’C,(X))/Z, + XC,(X)Y + E,(X*)Y + (C,(X)Y’)lZ, + X3Y2 + XE,(XY) 
+ E,(XY)Y + X2Y3 + (X’C,(Y))/iZ, + XE,(Y*) + XC,(Y)Y + (Y*C,(Y))/Z, 
C,(X) + X4Y + 2X3Y2 + 2X2Y3 + XY4 + C,(Y) 
avec H. Decoste. Elle contient (a isomorphismes d’especes prbs) la liste complete 
de toutes les especes atomiques vivant sur n ~5 points. A droite de la for-mule 
identifiant chacune d’elles, nous donnons un diagramme representant le type des 
structures de l’espece consideree. Certaines de ces espbces (P,/Z, et 
(X2 * W-vW2) sont des espbces quotient sous l’action du groupe bZ. Pour 
obtenir plus d’explications sur les notations utilisees, le lecteur est invite a 
consulter le texte [14] de Labelle. 
-La deuxieme table contient le developpement de Taylor de chacune des 
especes atomiques A = A(X) vivant sur n s 5 points. 11 s’agit de la decomposition 
atomique de chacune des espbces ci dtwx sortes A(X + Y). 
-La troisieme table permet le calcul des derivees directionnelles de chaque 
espece atomique vivant sur 12 G 5 points. A cot6 de l’espece atomique A(X) nous 
avons Ccrit la decomposition atomique de l’espbce h deux sortes (Yi?/dX)“A(X). 
Le calcul final des derivees directionnelles elles-mCmes se fait a l’aide de la 
formule 
&A(X) = (Ydlax)“A(X)l,:=,,,,. 
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Table de d&ivCes directionnelles pour les esptces atomiques sur n < 5 points 
Formule gtnerale: &A(X) = (Ya/dX)^A(X)\,,=, 
A(X) (Yd/aX)“A(X) 
n=l 
X 
n=2 
Ez(X) 
n=3 
E,(X) 
C,(X) 
n=4 
EdX) 
E:(X) 
E2°E2W) 
Pqbic(X) 
C,(X) 
E2(X2) 
n=5 
Es(X) 
E:(X) 
P,(X)& 
P,(X) 
(X2C,(X))& 
Y 
XY + (E,(Y) - (1/2)Y*) 
E,(X)Y+X(E,(Y)- (1/2)Y’)+(E,(Y)- YE,(Y)+(1/3)Y3) 
XZY + (C,(Y) - (1/3)Y3) 
&(X)Y+ E,(X)(E,(Y) - (WY*) + X(E,(Y) - YE,(Y) + (1/3)Y3) 
+ (E,(Y) -- (WW,(Y))* - YE,(Y) + Y*&(Y) - (1/4)p) 
C,(X)Y + (E&Y) - (1/2)X*Y*) +X(&(Y) - (1/3)Y3) 
+ (E:(Y) - (1/2)E2(Y2) - YC,(Y) + (1/2)Y4) 
XE,(X)Y + (E,(X)(E,(Y) + E,(XY) - (l/2)E2(X)Y2- (1/2)X’Y”) 
+ (~52~E20’) - WW,(V)2 - WW20’2) + (l/4)Y4) 
X3Y + (3E,(XY) - (3/2)X*Y*) + (P,““(Y) - (3/2)E2(Y2) + (l/2)Y4) 
X3Y + (E,(XY) - (1/2)X*Y*) + (C,(Y) - (l/2)E2(Y2)) 
2X3Y + (2E,(XY) - X*Y*) 
E,(X)Y + E,(X)(E,(Y) - (1/2)Y*) + E,(X)(E,(Y) - YE,(Y) + (l/3)Y3) 
+X(E,(Y) - (1/2)(E,(Y))*- YE,(Y) + Y*E,(Y) - (l/4)Y4) 
+ (Es(Y) - YE,(Y) - E,OW,V’) + Y*E,V’) + Y(E207)2 - Y3E,(Y) 
+ O/5)Y5) 
E:(X)Y + ((c,(x)y’)/~, - (1/2)c,(x)y*) + ((X*C,(Y))/h, - E,(XY)Y 
+ (1/3)X2Y3) + (XE:(Y) - (1/2)XE,(Y*) - XYC,(Y) + (1/2)XY4) 
+ (E:(Y) - YE:(Y) - (Y’C,(Y))& + Y%,(Y) + YE2(Y2) - (3/5)Y’) 
C,(X)Y + X(E,(XY) - (1/2)X*Y*) + X(C,(Y) - (1/2)E2(Y2)) 
+ (p,(Y)l~, - YC,(Y) + (US)Y5) 
E,(X*)Y + X(2E,(XY) - X2Y2) + (P,(Y) - YE,(Y*) + (2/5)Y5) 
(xc,(x) + EAX*))Y + ((c3(x)y2)/~2 + XE,(-W - (1/2)c,(x)y* 
- (l/2)X3Y2) + ((X’C,(Y))/Z,- E,(XY)Y + (l/3)X2Y3) 
C,(X) X4Y + (C,(Y) - (1/5)Y5) 
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